WALLRUP, E., P. SAETRE und H. RYDIN (2006): Deciduous trees affect small-
scale floristic diversity and tree regeneration in conifer forests. Scandina-
vian Journal of Forest Research 21: 399-404.

WIEzIK, M., M. Svitok und M. DovCiak (2007): Conifer introductions
decrease richness and alter composition of litter-dwelling beetles (Coleop-
tera) in Carpathian oak forests. Forest Ecology and Management 247: 61—
71

WEBER, F. (1965):Vergleichende Untersuchungen iiber das Verhalten von
Carabus-Arten in Luftfeuchtigkeitsgefillen. Z. f. Morphol. u. Okol. d. Tiere
55:233-249.

WECKWERTH, W. (1953): Die Kiefern- oder Forleule (Panolis flammea
Schiff.). Die Neue Brehm-Biicherei (Heft 106), Akademische Verlagsge-
sellschaft Geest & Portig K.-G., Leipzig.

WEHNERT, A. (2007): Effekte einzelbaumweise eingemischter Trauben-Eichen
(Quercus petraea (Matt.) Liebl.) in Wildern der Gemeinen Kiefer (Pinus
sylvestris L.) unter besonderer Beriicksichtigung der epigéischen Insekten-
fauna. Diplomarbeit, TU Dresden, Fak. fiir Forst-, Geo- und Hydrowissen-
schaften, Fachrichtung Forstwissenschaften Tharandt.

Wu, H.-1., P. J. H. SHARPE, J. WALKER und L. K. PENRIDGE (1985): Ecological
field Theory: A spatial analysis of resource interference among plants. Eco-
logical Modelling 29: 215-243.

Nichtparametrische Analyse des Hohenwachstums von Japanliarchen
mit glittenden und penalisierten Splines — Methodische Aspekte
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1. EINFUHRUNG

Verldssliche Vorhersagen fiir die Wuchsleistung eines Standortes
sind eine Grundvoraussetzung fiir eine nachhaltige forstliche
Bewirtschaftung von Bestinden. Die Wuchsleistung von Wald-
standorten wird im Idealfall anhand der tiber die Jahre produzierten
Holzmasse gemessen. Die Volumenleistung eines Bestands wird
von einer Vielzahl von Einflussfaktoren bestimmt. Die Pflanzdich-
te sowie Art und Stirke der Eingriffe beeinflussen das Bestandes-
wachstum ebenso wie klimatische und umweltbedingte Einfliisse
oder Storungen. Eine zuverldssige Bilanzierung der Volumenleis-
tung setzt somit die genaue Kenntnis der Bestandesgeschichte vor-
aus. Da die Bestandesentwicklung in vielen Féllen nur unvollstin-
dig dokumentiert ist, werden alternative Verfahren zur Beurteilung
und zum Vergleich der Produktivitit von Waldstandorten und
Baumarten benétigt. In den Forstwissenschaften wird daher schon
seit langem das Produktionspotenzial eines Standorts hilfsweise
anhand der Bestandeshohe bzw. mit Hohenbonitéten beschrieben,
weil die Hohenentwicklung eines Bestand weniger von der Bestan-
desbehandlungsmaBinahmen abhidngig ist. Hohenfunktionen bzw.
Hohenbonitdten, d.h. die erreichte bzw. vorhergesagte Mittel- bzw.
Oberhohe in einem bestimmten Alter, 100 Jahre beispielsweise,
haben sich als geeignetes Mal3 fiir die Beurteilung der Wuchsleis-
tung von Bestinden bewihrt und finden deshalb Verwendung in
Ertragstafelsystemen, die fiir die Abschitzung der Bestandesent-
wicklungen eingesetzt werden. Hohenfunktionen sind integraler

') Abteilung Biometrie und Informatik, FVA-BW, Freiburg.
2) Abteilung Waldwachstum, FVA-BW, Freiburg.
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Bestandteil von Simulatoren flir das Bestandes- und Einzelbaum-
wachstum, mit denen die Produktivitit von Bestdnden an unter-
schiedlichen Standorten und mit verschiedenen Behandlungs- und
Klimaszenarien modellhaft abgeschitzt und bewertet wird.

Die mathematische Beschreibung des Hoéhenwachstums in
Abhingigkeit vom Alter basiert auf nichtlinearen Wachstumsfunk-
tionen, die durch wenige und gut interpretierbare Parameter fest-
gelegt sind. Haufig verwendet werden logistische, Gompertz-, von
Bertalanffy- oder Richards-Wachstumsmodelle. Diese Modelle
eigenen sich vor allem zur Beschreibung von sigmoidalen Wachs-
tumsverldufen, bei denen der Zuwachs (Wachstumsrate) in jungen
Jahren von Null ausgehend steil bis zum Erreichen eines Zuwachs-
maximums ansteigt, danach stetig abfillt und sich im hohen Alter
wieder der Nulllinie ndhert. Das sigmoidale Wachstumsmodell ist
im Wesentlichen durch den maximalen Zuwachs, den Zeitpunkt zu
dem dieser erreicht wird und durch die Asymptote der Wachstums-
kurve festgelegt. Im klassischen Wachstumsmodell werden also das
Hoéhenwachstum eines Baumes oder die Entwicklung der Bestan-
deshohe auf drei Parameter reduziert und Hohenverldufe anhand
der Verdnderungen in der Parameterstruktur mit den bekannten
Methoden der Regressions- und Varianzanalyse studiert. Nicht-
lineare Regressionsmodelle mit einer geringen Anzahl von Parame-
tern liefern relativ steife Alters-Hohen-Kurven, die sich vor allem
fiir die Prognosen der Hohenentwicklung und zur Bonitierung
eines Bestands eignen. Fiir varianzanalytische Untersuchungen von
kurzfristigen Auswirkungen (Effekten) von unterschiedlichen
Bestandesbehandlungen, Reaktionen auf kurzfristige Klimaverin-
derungen u.a. sind parametrische Modelle zu unflexibel, daher
besteht die Gefahr von modellbedingten Artefakten mit der Folge
von Fehlinterpretationen. Fiir varianzanalytische Fragestellungen
sind flexiblere Modelle mit einem héheren Auflésungspotenzial fiir
die in den Daten enthaltene Variabilitdt notwendig. Nichtparametri-
sche Regressionsmodelle stellen fiir diese Fragestellungen ein
umfangreiches und ausgereiftes Methodenspektrum zur Verfiigung,
welches sich auch im Vorfeld der Modellfindung vorteilhaft nutzen
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lasst. Zu den bekanntesten Methoden gehoren Kernschitzer, die
lokale Anpassung von Polynomen und verschiedene Formen der
Splineglédttung. Die Grundidee all dieser Verfahren besteht darin,
die beobachteten Daten iiber die Auswahl der am besten geeigneten
Regressionsfunktion bestimmen zu lassen, wobei ein oder zwei so
genannte Glittungsparameter den Komplexititsgrad des jeweiligen
Regressionsmodells steuern.

Im nichtparametrischen Regressionsmodell wird der Zusammen-
hang zwischen einer ZielgroBe als abhingiger Variable und einer
oder mehreren erkldrenden Variablen analysiert. Im Gegensatz zu
den klassischen parametrischen Regressionsmodellen, bei denen
man eine sehr genaue Vorstellung von den Abhidngigkeiten zwi-
schen Antwortvariablen und den Einflussgrofen hat, werden im
nichtparametrischen Regressionsmodell wenige Annahmen hin-
sichtlich der Mittelwertfunktion gemacht, um das Anpassungs-
ergebnis nicht im Vorhinein zu sehr durch einschrinkende Vor-
gaben an die Regressionsfunktion festzulegen. In der Regel wird
angenommen, dass der Kurvenverlauf der gesuchten Regressions-
funktion keine Spriinge oder Briiche aufweist und optisch einen
mehr oder weniger glatten Verlauf hat. Mathematisch lésst sich dies
als Stetigkeits- und Differenzierbarkeitsbedingung beziiglich der
fiir die Modellanpassung in Frage kommenden Regressionsfunktio-
nen formulieren. Im einfachsten Fall mit einer metrischen Ziel-
grofle y und einer erkldrenden Variablen x soll der Zusammenhang
zwischen den beobachteten Werten (x;,y;) durch ein nichtpara-
metrisches Regressionsmodell von der Form

yi=1f(x) +e,i=1,.,n (1)

beschrieben werden, mit unabhingigen und identisch geméal
N(0,02) verteilten Messfehlern €. Es wird davon ausgegangen,
dass die Regressionsfunktion f(x) nicht durch eine einfache mathe-
matische Funktion mit wenigen Parametern adidquat modelliert
werden kann. Im statistischen Modell ist die Regressionsfunk-
tion f(x) der bedingte Erwartungswert von y bei gegebenem x,
d.h. f(x) = E[y|x]. Zur Schitzung der Regressionsfunktion ist in der
statistischen Literatur ein breit gefichertes Methodenspektrum zu
finden.

Ein sehr einfaches nichtparametrisches Schitzverfahren ist der
gleitende Mittelwert, bei dem die Regressionsfunktion durch

fla =1k v

geschiitzt wird, wobei N¥ eine Nachbarschaft von x; mit insgesamt k
Beobachtungen bezeichnet. Eine hdufig anzutreffende Verallgemei-
nerung des gleitenden Mittelwerts besteht darin, auf der Basis
benachbarter Werte x; [ N¥ eine Regressionsgerade oder ein Poly-
nom hdheren Grades lokal anzupassen und daraus f{(x;) zu schétzen.

Kernschdtzer basieren auf gleitenden Mittelwerten, bei denen
benachbarte Beobachtungen mit einem abstandsabhéngigen
Gewicht in die Mittelbildung eingehen. Die Berechnung der
Gewichte erfolgt auf der Grundlage von so genannten Kernfunktio-
nen K, (x), bei denen der Parameter A (Bandweite) im Wesentlichen
den maximalen Abstand festlegt, bis zu dem Beobachtungen in die
Mittelbildung einbezogen werden. Mit einer fixierten Bandweite
und einer Gewichtsfunktion K,(x) wird dann die Mittelwertfunk-
tion an der Stelle x; durch

(@) =

geschitzt. Uber die Bandweite A kann die Glattheit der Mittelwert-
schitzung f%(x) gesteuert werden. Als Faustregel gilt: GroBe Band-
weiten liefern glatte Funktionen. An Stelle von konstanten kénnen
lokal angepasste Bandweiten verwendet werden, was die Flexibi-
litdt der Schitzfunktion erhoht.

Z;'l:;[ Ky (wj—w)yi
Ta=l A T
Ej:] Ky (mj—x;)
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Ein anderer Modelltyp, der ebenfalls zu den nichtparametrischen
Verfahren zéhlt, ist die Splineregression. Bei ihr wird der Wertebe-
reich der x-Variablen in Segmente zerlegt und die Regressionsfunk-
tion aus Polynomstiicken, die auf den einzelnen Segmenten defi-
niert sind, stetig differenzierbar zusammengesetzt. Bei der
Splineregression wird somit die Nachbarschaft durch die Segmente
bzw. die Grenzpunkte, die die Segmente definieren, festgelegt. Die
Grenzpunkte werden auch Knoten der Zerlegung genannt. Uber die
Knotenanzahl und deren Lage wird die Flexibilitdt der Regressi-
onsfunktion gesteuert. Ublicherweise werden die Zerlegungspunkte
dquidistant auf den ganzen Wertebereich der erkldrenden Variablen
x verteilt, d.h. der Regressionspline wird aus Polynomabschnitten
gleicher Linge zusammengesetzt. Andere Aufteilungen orientieren
sich an den Perzentilwerten der Beobachtungen x;, i =1,...,n. Bei
beiden Zerlegungsstrategien gilt: eine wachsende Knotenzahl stei-
gert die Flexibilitdt der Regressionsfunktion, aber auch die Anzahl
der Parameter, die zur Modellierung des Zusammenhangs einge-
setzt wird. Bei zu vielen Knoten und der durch die grofe Para-
meteranzahl bedingten Flexibilitit der glittenden Splinefunktion
besteht die Gefahr, dass die interessierende Abhdngigkeitsstruktur
iiberzeichnet wird und wesentliche Zusammenhéinge verborgen
bleiben. Die Flexibilitdt der Regressionsfunktion kann wiahrend
der Modellbildung durch spezielle Auswahlverfahren kontrolliert
werden. In diesem Zusammenhang sind Verfahren wie das AIC
(Akaike’s Information Criterion) besonders hilfreich, weil damit
eine Uberanpassung (Overfitting) an die zu modellierenden Daten
vermieden wird. Modelle mit hoher Parameteranzahl werden mit
einem Strafterm belegt.

Alternativ zu einer selektiven Knotenpositionierung kann die
Flexibilitdt der Regressionsfunktion iiber Stetigkeits- und Differen-
zierbarkeitsbedingungen beschrinkt und dadurch eine Uberanpas-
sung verhindert werden. Dieser Ansatz wird bei der Splinegldttung
verfolgt. Es wird vorausgesetzt, dass die nichtparametrisch zu
schitzende Regressionsfunktion f(x) zweimal stetig differenzierbar
ist und die Schitzung f(x) das penalisierte Kleinste-Quadrate-Kri-
terium

PRQ: > i — @) + A [ ()] ds )

minimiert. Wihrend der erste Term des Optimierungskriteriums
gewihrleistet, dass die Schitzfunktion nicht zu sehr von den beob-
achteten Daten abweicht, wird mit dem Integral {iber das Quadrat
der zweiten Ableitung von f(x) das Krimmungsverhalten der
Schitzfunktion kontrolliert. Der Parameter A (>0) vermittelt zwi-
schen den zwei gegenldufigen Interessen. Mit ihm wird festgelegt,
ob eine gute Anpassung an die Daten oder die Glattheit der resul-
tierenden Schiitzfunktion f(x) bei der Modellbildung im Vorder-
grund steht. Bei kleinen Werten von A wird der Kriimmung der
Schitzfunktion weniger Bedeutung beigemessen, stattdessen steht
die gute Anpassung an die beobachteten Daten im Vordergrund der
Modellbildung. Im Grenzfall, d.h. fiir A—0, interpoliert die aus
der Minimierung des PKQ resultierende Schitzfunktion die beob-
achteten Messwerte (x;,1,), i = 1,...,n. Auf der anderen Seite bewir-
ken groBe Werte A zunehmend glatte Funktionen und erzwingen
im Extremfall fir A—o eine krimmungsfreie Schitzfunktion
mit /”(x)=0, d.h. eine Regressionsgerade als optimale Lsung der
Bestimmungsgleichung (2). Bei einem festen Wert fiir den Glat-
tungsparameter A wird das penalisierte Kleinste-Quadrate-Kriteri-
um durch den natiirlichen kubischen Spline minimiert. Die Losung
ist eindeutig.

Der natiirliche kubische Spline wird segmentweise aus kubischen
Polynomen zusammengesetzt, wobei die Knotenmenge fiir die
Segmentbildung aus den voneinander verschiedenen und geordne-
ten x-Werten gebildet wird. Der natiirliche kubische Spline ist
zweimal stetig differenzierbar und erfiillt am unteren und oberen
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Rand des Definitionsbereichs, a < X, ... x, £ b, die Randbedingun-
gen f"(a) = f"(a) = f"(b) = f"(b) = 0.

In neueren Untersuchungen wurde gezeigt, dass sich die metho-
dischen Grundlagen der Splinegléttung in die Theorie der linearen
gemischten Modelle einbetten lassen und so die Parameter des
Glittungssplines mit Maximum Likelihood Verfahren (REML)
berechnet werden kénnen. Damit kann der gesamte Methodenappa-
rat der linearen gemischten Modelle fiir die statistische Inferenz
und Standardsoftware, wie PROC MIXED vgl. SAS/STAT® User’s
Guide (SAS INSTITUTE, 1999) oder die R-Funktion lme{nlme}
(R DEVELOPMENT CORE TEAM, 2009) fiir die Parameterschitzung
genutzt werden. Auf methodische Aspekte zur Splinegléttung soll
im folgenden Abschnitt iiberblickartig eingegangen werden.
Methodische Details findet man in der Monographie von RUPPERT
et al. (2003) und FAHRMEIR et al. (2007). Im Anschluss daran wer-
den die skizzierten Verfahren beispielhaft zur Analyse von Hohen-
kurven eingesetzt.

2. METHODISCHE ASPEKTE

2.1 Natiirlicher kubischer Spline im gemischten linearen
Modell

Die kubische Splineglittung ist neben der Verwendung von
linearen Glittungsfunktionen die am hiufigsten eingesetzte Metho-
de. Eine detaillierte Behandlung der mathematischen Aspekte
findet man in den Monographien von EUBANK (1988) und WAHBA
(1999). Darin wird gezeigt, dass sich der natiirliche kubische
Spline als lineare Kombination von verschiedenen Basisfunktionen
darstellen lédsst. Bei der Darstellung

f(z) = fo + bz + Z;:zl b;Bj(x)

mit den Basisfunktionen
0 R P

hlll(,r —2j-q)? riog <r<arp oy =y -
Biy={" (3)

/1/111(:1' —ai P =G+ /1;1)(.1' - <<

thy 1+ h)Be—ay 1 —2j—ajq) i <e =2 —1

stimmen die Koeffizienten b;, j=2,...,n-1, mit den zweiten Ablei-
tungen f”(x;)/6 tiberein. Mit den Basisfunktionen B;(x) wird die
Abweichung von einem globalen linearen Trend beschrieben. Es
wird deutlich, dass der natiirliche kubische Spline f(x) fiir alle Wer-
te x unterhalb und oberhalb der Beobachtungen, d.h. fir a<x<x,
und x, £x <b, einen linearen Verlauf hat. In der Abbildung 1a sind
die Basisfunktionen fiir Beobachtungen 0.0, 0.1, ... ,1.0 dargestellt.
Mit der Basisdarstellung (3) kann der Strafterm, der die Rauheit
des glattenden Splines kontrolliert, einfach berechnet und mit Hilfe
der zweiten Ableitung der Funktion mit b, = 7 (x))/6,i=2,...,n—1
in Matrixform

LU ds = (by .. ba)T G (by. . b)),

a

dargestellt werden, wobei die Glattungsmatrix G die Gestalt

Gla; —wi) =6hi j=i-1i=3...n—1
L 12(241 — 2im1) = 12(h + hiy) j=ii=2..n-1
7], - @
i Gy — ;) =6l j=itli=2...n-2

0 sonst

hat, vgl. GREEN and SILVERMAN (1994) und WELHAM et al. (2007).
Zusammengefasst ergibt sich aus den Gleichungen (3) und (4) das
lineare Regressionsmodell

yv=f(x) =XB+Bb+e¢ mit ¢~ N(0,0°1,}

mit dem penalisierten Kleinste-Quadrate-Kriterium
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PKQ: [y — X — Bb]" [y — X — Bb] + Ab’G b )
mit
B=101B00]" b=lbs.. by,

X = [1,x]und B = [Bz(x) ... B,_1(x)]

als Minimierungskriterium fiir die Kalibrierung des natiir-
lichen kubischen Splines. Es wird deutlich, dass mit dem Strafterm
Ab7G 'b lediglich die Koeffizienten b; der Basisfunktionen Bj(x),
die die Abweichung vom linearen Trend f,+[(,x bestimmen,
bestraft werden. Ohne den Strafterm wiére (5) ein normales lineares
Regressionsmodell, mit ebensoviel Parametern wie Beobachtungen
(vgl. (3)), d.h. es findet keine Informationsverdichtung statt; die
beobachteten Daten werden ohne Fehlerausgleich interpoliert, was
im Normalfall nicht wiinschenswert ist.

Bei festem Wert fiir den Glittungsparameter A konnen die
Regressionsparameter 3 und b, die das PKQ minimieren, mit Hilfe
von Standardstatistikpaketen wie SAS® oder R aus dem assoziier-
ten gemischten linearen Modell

y = X3+ Bb + e mit Cov(e) = R = 02G,

Cou(b) = G = 07G und o} = 02/A

als beste lineare unverzerrte Vorhersagen (BLUPs)

BLUP(S) =j = (X"V'X) ' X"V'ly

6
BLUP(b) = b = GBIV (y - XB) mit ©

Cou(y)=V=BGB" + R

berechnet werden, vgl. RUPPERT et al. (2003). Mit den BLUPs fiir
die Regressionsparameter f und b wird die beste lineare und unver-
zerrte Vorhersage fiir den mittleren Trend f(x), das ist der bedingte
Erwartungswerts E[y|x], als

BLUP (Elyl#]) = f(x) = c. [ﬁ] mit .

¢, =[1,z Ba(z)... B, ((x)],

berechnet. Der mittlere quadratische Fehler des vorhergesagten
Trends ist damit

E {f’(w) - J“('JC)]2 = ¢, Cov ({f)f D
ol —c, (CTRIC+G™) T

®)

T

. _ 0 0
mit C=[X.B] und G~ = {0 G_I]'

Mit der Kalibrierung des gemischten linearen Modells stehen
auch Schitzungen fiir die Varianzkomponenten, d2, 63 zur Verfii-
gung. Damit und mit dem 100 (1-a/2)% Perzentil der Standard-
Normalverteilung, ®'(1-0/2) lassen sich dann punktweise Ver-

trauensintervalle flir den mittleren Trend angeben:

flx) £ (1 a/2) \/(‘ (CTR”C n G’)_l . )

Entsprechend ergibt sich ein Vorhersageintervall fiir die Einzel-
bobachtung an der Stelle x aus

"= Wy —1
X ) \/c <CTR ‘et @ > T 1a (10)

Fir simultane Vertrauensintervalle wird, einem Vorschlag in

RuUPPERT et al. (2003) folgend, das (1-0/2) Perzentil der Standard
Normalverteilung durch den Wert 3.2 ersetzt. BLUPs, bei denen
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Schitzungen fiir die Varianzkomponenten eingesetzt werden,
bezeichnet man tiblicherweise als EBLUPs (estimated BLUPs).

2.2 Penalisierte Splines

Bei der Splineglittung werden fiir die Konstruktion der Basis-
funktionen, aus denen der approximierende Spline gebildet wird,
alle voneinander verschiedenen Werteauspriagungen der erklaren-
den Variablen x als Knoten verwendet. Die Straffheit der Mittel-
wertfunktion wird ausschlieBlich {iber den Glattungsparameter A
kontrolliert. Das hat zur Folge, dass die Anzahl der zu schétzenden
Parameter mit der Anzahl der Beobachtungen steigt, was bei
groflen Datensdtzen numerisch aufwindig und teuer werden kann.
Bei der traditionellen Splineregression wird die Knotenwahl von
den beobachteten x Werten entkoppelt und der Wertebereich durch
von x unabhingige Knoten in Abschnitte, auf denen die Basisfunk-
tionen definiert werden, unterteilt. Die Straffheit der Funktion wird
allein durch die Anzahl und Positionierung der Knoten gesteuert.
Ein Glattungsparameter, der iiber einen Strafterm zu unruhige Ver-
laufe der Erwartungswertfunktion unterbindet, wird bei der Spline-
regression nicht verwendet. Die Anzahl der zu schitzenden Para-
meter ist lediglich von der Anzahl der Knoten, nicht jedoch von der
Anzahl der Beobachtungen abhéngig. In der Regel sind vier bis
finf gleichmifBig tiber den Wertebereich von x verteilte Knoten
hinreichend, um eine akzeptable Datenanpassung zu gewédhrleisten.
Regressionsfunktionen mit einem ausgeprigten lokalen Muster im
Kurvenverlauf lassen sich oft nicht addquat durch eine Splinefunk-
tion mit gleichméBig verteilten Knotenpunkten approximieren. Mit

einer Knotenwahl, die lokal an den Verlauf der Regressionsfunkti-
on angepasst ist, lassen sich meist giinstigere Anpassungsergebnis-
se erzielen. Allerdings ist eine auf den lokalen Kurvenverlauf abge-
stimmte Knotenpositionierung nicht immer einfach zu finden. Um
diese Schwierigkeiten zu umgehen, wurden von EILERS und MARX
(1996) die Penalisierten Splines (P-Splines) als einfache und
numerisch effiziente Alternative zur Splineregression auf der einen
und der Splineglittung auf der anderen Seite eingefiihrt. Bei der P-
Spline Regression wird angenommen, dass sich der Effekt einer
Kovariablen mit Splines, die aus einer moderaten Anzahl (K) von
Basisfunktionen zu gleich verteilten Knotenpunkten {K,,...,Kg}
zusammengesetzt sind, hinreichend gut beschreiben lésst:

fle) = Po+ bz + Zi{:l b B ()

Der Strafterm mit dem Integral iiber die zweiten Ableitungen der
Regressionsfunktion (vgl. (2)) wird bei diesem Modellansatz durch
eine einfach zu berechnende Glittungsmatrix approximiert, die
einen Teil der Regressionskoeffizienten mit einem Strafterm belegt
und andere nicht

f: [f”(.‘;)]2 ds = (by...bg)T G™" (by...bk)

Je nach Problemstellung werden die in (3) fiir den natiirlichen
kubischen Spline angegebenen Basisfunktionen B,(x) durch andere
ersetzt. Hiufig werden Plus-Splines, (x — K,)3, Radiale Funktionen,
|x—K,|*, oder B-Splines als Basisfunktionen verwendet. Diese
Basisfunktionen sind in der Abbildung 1 b—d mit den Kontenpunk-
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Abb. 1

Basisfunktionen: (a) natiirlicher kubischer Spline; (b) Plus-Spline;
(c) Radial Basis; (d) B-Spline-Basis.

Basis functions: (a) natural cubic spline; (b) plus-spline; (c) radial basis; (d) B-Spline basis.
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ten 0.1,...,0.9 dargestellt. In FAHRMEIR et al. (2007) werden Vor-
und Nachteile der drei Basisvarianten aus einem methodischen
Blickwinkel diskutiert und die assoziierten gemischten linearen
Regressionsmodelle zur Berechnung der penalisierten BLUPs im
Detail dargestellt. In den folgenden Abschnitten werden die Grund-
ziige einer auf Radialen Basisfunktionen aufbauenden penalisierten
Spline Regression skizziert und am Beispiel der Analyse von
Héhenkurven angewendet und informell diskutiert.

2.3 Radiale Basisfunktionen — Thin-Plate-Spline

Die Verwendung von Radialen Basisfunktionen fiir den penali-
sierten Regressionsspline wird in FRENCH et al. (2001) propagiert.
Radiale Basisfunktionen fithren bei der Modellkalibrierung auf
Gleichungssysteme mit numerisch giinstigen Eigenschaften und
lassen sich auflerdem einfach auf multivariate Pridiktoren erwei-
tern. Multivariate Anwendungen findet man beispielsweise hiufig
im Kontext von geostatistischen Fragestellungen, vgl. auch Kam-
MANN and WAND (2003). Im Fall eines univariaten Pradiktors x
wird die Regressionsfunktion f{x) mit den Radialen Basisfunktio-
nen |x—K,|3 ..., [x—Kg|? zur Knotenmenge K,<... <Ky mit dem
so genannten Thin-Plate-Spline

f@) = o+ B+ 3 bile — il

approximiert und das penalisierte Kleinste-Quadrate-Kriterium

PKQ: [y — X — Bb]" [y — X — Bb] + Ab7Qb (1)
mit

M a P A P LR PR S

X=11 = und B= |J:i — H,l‘g |.L, — H’Z‘J N |,1,'7' - H’\'lg sowie
L], L . S P
[ar —#a]* Jrr = maf® |k — ki

Q= ||wi—ri]* |ri— wof? ki — sxc* (12)
_\Nzc - Hr1|3 |h71\' - "'rz|“S e ‘*‘71{ - "'I\’P P e

als Bestimmungsgleichung fiir die Regressionskoeffizienten ver-
wendet. Die Motivation fiir diesen Ansatz ergibt sich unmittelbar
aus den Ergebnissen in GREEN and SILVERMAN (1994). Dort wird
gezeigt, dass der natiirliche kubische Regressionsspline durch

J@)=Fo+ pz+ Zz:lbi |z — ;" mit Zi:l b; = Zi:l biz; =0
dargestellt werden kann und der dazugehorende Strafterm die Form

[f"(s)]2 ds =bTQbmit Q = [la; — 21 %,.. ., |2, — w,l|3]195”.

hat. Somit ist der Thin-Plate-Spline Ansatz (11) als Approximation
mit reduziertem Rang fiir den natiirlichen kubischen Glattungs-
spline begriindet. Die Regressionskoeffizienten des Thin-Plate-
Spline lassen sich als BLUPs im assoziierten gemischten linearen
Modell

yv=X8+ Zu+te mit Cov(c) =0d’I=R,

Cov(u) = ollrewe = Gund 0f = c2/A

(13)

mit Z=BQ* berechnen. Schitzungen fiir die Regressionsparame-
ter und den Trend zusammen mit Vertrauensintervallen und Vorher-
sagebereiche fiir die Einzelbeobachtungen erhélt man somit aus
den Formeln (7) — (10) durch Einsetzen von C =[X,Z] und

G~ = blockdiag [diag(0,0), Cov(u)~!] sowie

Cc, = [l,$,(|:1;7 ol o — fiK\:’))Q—%] ’
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vgl. FRENCH et al. (2001). Ein R-Skript zur Berechnung der Koeffi-
zienten des Thin-Plate-Splines im Modell (13) ist im Anhang 1
angegeben.

3. ANWENDUNG - ANALYSE DES HOHENWACHSTUMS
VON JAPANLARCHEN

3.1 Datenbasis

Als Datenbasis fiir die nachfolgenden Analysen dienten 385 Par-
zellen mit Japanldrchen aus dem Versuchsflichennetz der Abt.
Waldwachstum mit insgesamt 12822 Alters-Hohenmesswerten. Die
rdumliche Verteilung der Parzellen ist in der Abbildung 2 darge-
stellt. Bei Versuchsbeginn lag das Alter der Bestéinde zwischen 13
und 64 Jahren. Die Oberhdhe reichte zu diesem Zeitpunkt von
7,1 m in den jiingsten bis 30,1 m in den &ltesten Anlagen. Erste
Aufnahmen datieren aus dem Jahre 1912; diese Bestinde wurden
noch im ausgehenden 19. Jahrhundert begriindet. Bei Ausgangs-
baumzahlen von 230—2300 Baumen je ha stehen Daten sowohl aus
Weitverbandsversuchen als auch aus voll bestockten Reinbestéinden
mit unterschiedlicher Bestandesbehandlung zur Verfiigung. Die
dltesten Versuchsbesténde haben heute bei einem Alter von 100 bis
115 Jahren und einem Beobachtungszeitraum von bis zu 85 Jahren
Oberhohen von iiber 40 m erreicht. Die statistischen Kennzahlen
der gemessenen Baumhdohen sind in der Tabelle 1, nach dem Alter
der Probebdume gestaffelt, zusammengestellt.

3.2 Alters-Hohen-Kurve: globaler Trend

Der mittlere Alters-Hohentrend in der Gesamtpopulation der
Japanldrchen auf den Versuchsflichen wurde im nichtparametri-
schen Regressionsmodell (1) und (2) untersucht. Fiir die Beschrei-
bung des globalen Trends wurde ein glittender Spline mit den
beobachteten Baumaltern als Knoten verwendet. Fiir die Modellan-
passung wurden Radiale Basisfunktionen als Grundbaustein fiir
den gléttenden Spline verwendet (vgl. (11)). Das Resultat der

Abb. 2

Lage der 29 ausgewerteten Versuche innerhalb
der Wuchsgebiete Baden-Wiirttembergs.

Location of the 29 sample plots with Baden-Wiirttemberg
used for the analysis.
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Modellkalibrierung ist in der Abbildung 3a dargestellt. Der
geschidtzte Alterstrend, in der Abbildung als durchgezogene Linie
dargestellt, folgt im Wesentlichen den mittleren Hoéhen in einer
Altersstufe. Die Hohen-Mittelwerte in den insgesamt 93 verschie-
denen Altersstufen sind als gefiillte Kreise notiert und die Einzel-
messwerte (A;, H;) als Punkte gekennzeichnet. Die in den Messda-
ten prasenten und als Knoten verwendeten Altersstufen sind auf der
Abszisse durch Striche gekennzeichnet. Ergidnzend dazu sind 95%
Vertrauensbereiche fiir die Trendfunktion und 95% Vorhersagebe-
reiche fiir die zu erwartende H6hemessung an einem Probebaum in
einem bestimmten Alter angegeben, vgl. (9)—(10). Die Bandbreite
der Vertrauensbereiche fiir die Mittelhhen bewegt sich wegen des
umfangreichen Datenmaterials mit insgesamt 12822 Hohenmes-
sungen, die zur Berechnung der Trendkurve verwendet wurden, im
Zentimeterbereich und ist daher in der Grafik kaum zu erkennen.

Der mittlere Alterstrend zeigt einen insgesamt unruhigen Ver-
lauf. Die beobachtete Variabilitdt in der Trendkurve ist darin
begriindet, dass die gemittelten Hohenmesswerte in den einzelnen
Alterstufen von Bdumen unterschiedlicher Flachen mit stark diffe-
rierenden Aufnahmezeitpunkten stammen. Die Zusammensetzung
und insbesondere die Wuchsbedingungen fiir die Probebdume in
benachbarten Altersstufen konnen daher sehr stark voneinander
abweichen. Die hohe Variabilitit in den beobachteten Mittelh6hen
hat zur Folge, dass die geglittete Trendkurve einen nicht mono-
tonen Verlauf iiber dem Alter aufweist, was mathematisch zwar
erkldrbar, fiir die Modellierung einer globalen Alterstrendkurve
jedoch nicht gewlinscht ist. Methodisch ldsst sich dieses Monotonie
Problem iiber den Gldttungsparameter A l6sen, indem man grofe
Werte fiir das Integral der zweiten Ableitung der Regressionsfunk-

tion stirker bestraft. Alternativ kann man durch Ausdiinnung der
Spline-Knoten und einer penalisierten Splineregression glatte und
monotone Trendfunktionen erzwingen. In der Abbildung 3b ist das
Anpassungsergebnis fiir einen P-Spline mit radialen Basisfunktio-
nen dargestellt. Die Knotenmenge wurde aus den 5, 10,..., 95%
Perzentilen der beobachteten Altersstufen abgeleitet. Die Knoten
sind auf der Abszisse markiert. Die resultierende Trendfunktion,
das dazugehorende Vertrauensintervall und die Vorhersagebereiche
fiir die Einzelbeobachtung sind im Vergleich zu den Anpassungser-
gebnissen der reinen Splinegléittung (4bbildung 3a) deutlich glat-
ter. Dieser Effekt wird bei einer weiteren Ausdiinnung der Knoten
noch verstéirkt. Mit fiinf gleichméaBig iiber den beobachteten Alters-
bereich verteilten Knoten liefert die penalisierte Splineregression
eine glatte und monotone Trendfunktion mit einer guten Anpas-
sung an die Daten, was durch einem visuellen Vergleich mit
den Mittelh6hen deutlich wird (vgl. Abbildung 3c/d). In der Abbil-
dung 3c wird die Splinefunktion additiv aus radialen Basisfunktio-
nen zusammengesetzt. Fiir die Regressionsfunktion in Abbildung
3d werden B-Spline Funktionen als Bausteine verwendet. Die
Grundbausteine fiir die Trendfunktion sind in beiden Grafiken
jeweils am unteren Ende abgebildet. Es wird deutlich, dass die
Knotenwahl und nicht die verwendete Spline Basis fiir das Anpas-
sungsergebnis entscheidend ist.

3.3 Alters-Hohen-Kurve: Variabilitit zwischen Versuchsflaichen

Bei den vorstehenden Trendanalysen wurde ein Regressionsmo-
dell unterstellt, bei dem die residualen Abweichungen der Beob-
achtungen von der mittleren Altershéhenkurve als zufillig und
voneinander unabhédngig betrachtet wurden. Die Zusammensetzung

Tab. 1

Kennzahlen der Alters-Hohenverteilung.

Statistical measures of the Age-Height distribution.

Alter 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29
NH 154 12 164 119 13 22 248 230 221 48 25 246 200 290
Mw H 6.7 1.1 9.0 127 16.0 165 129 189 171 107 177 179 212 194
Std H 1.0 0.7 11 22 26 54 1.4 1.3 1.3 14 1.8 25 2.0 2.0
Min H 3.6 10.0 5.4 68 11.8 7.0 75 125 132 81 138 132 142 12.6
Max H 9.0 120 1.4 17.0 195 21.8 158 227 209 134 216 256 245 241
Alter 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 41 42 43 44 45 46 47 48 49
NH 122 650 111 446 293 119 323 96 308 22 123 199 114 111 256 15 124 193 140
Mw H 191 214 197 234 207 197 261 234 212 230 212 279 228 259 231 211 232 2841 259
Std H 1.6 2.8 49 3.0 22 17 29 17 29 15 16 22 2.4 1.7 3.3 14 3.6 3.7 26
Min H 140 137 123 124 146 143 191 190 145 201 167 213 182 214 141 19.0 155 204 20.9
Max H 230 283 283 302 26.0 236 317 280 285 262 248 324 280 299 329 240 300 349 31.7
Alter 50 51 52 53 54 55 56 57 58 59 60 61 62 63 64 65 66 67 68 69
NH | 138 134 60 84 181 166 144 97 100 238 101 109 100 133 202 165 148 561 54 62
MwH 267 244 243 268 27.0 265 284 269 256 286 287 285 281 298 293 269 294 292 285 321
Std H 3.0 26 6.1 23 24 1.9 26 4.4 3.1 3.2 14 3.1 3.5 22 21 4.8 3.5 24 1.3 14
MinH 212 188 165 228 222 208 222 199 182 234 244 216 215 224 242 192 240 219 253 291
MaxH [32.6 303 37.0 320 327 304 340 362 310 382 318 357 360 342 345 356 393 375 316 35.4
Alter 70 71 72 73 74 75 76 77 78 79 80 81 82 83 84 85 86 87 88 89
NH | 1256 413 285 84 161 145 167 156 29 48 205 32 85 60 91 209 86 7 156
MwH 264 308 308 292 309 289 330 330 297 314 302 337 329 318 357 312 363 337 350
Std H 3.4 27 4.0 11 2.1 4.0 3.1 2.8 1.0 29 15 14 2.0 24 27 1.5 1.4 26
MinH [193 245 223 268 266 203 277 267 276 286 218 311 295 276 292 213 316 302 297
MaxH |327 419 390 324 367 370 435 392 316 332 356 369 365 368 404 366 401 367 414
Alter 90 91 92 93 94 95 96 97 98 99 100 101 102 103 104 105 106 107 108 109
NH | 184 83 97 41 79 102 127 79 99 46 88 59 58 56 22 80 32 52 43
MwH 315 354 357 382 364 323 371 363 382 369 344 347 357 369 383 375 409 37.5 36.9
Std H 3.1 29 2.0 22 2.4 3.6 22 3.0 2.8 19 5.7 1.7 23 2.5 22 29 1.9 1.8 2.8
MinH |230 306 301 343 317 230 316 297 325 328 234 305 296 299 348 303 380 34.2 29.6
MaxH |37.5 421 401 425 420 379 408 432 445 401 429 399 404 415 421 432 450 41.2 42.9
Alter | 110 111 112 113 114 115 116 117 118 119 120 121 122 123 124 125 126 127 128 Ges
NH 39 14 12822
MwH [40.3 34.1 26.2
Std H 2.1 1.8 7.2
MinH |37.0 31.1 3.6
Max H ]45.8 36.6 45.8
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Abb. 3

Penalisierte Spline Regression fiir die Alters-Hohenentwicklung.
(a) Smoothing-Spline mit Radialen Basisfunktionen; (b) P-Spline-Regression — Radiale Basisfunktionen
mit Knoten als 5% Perzentile der beobachteten Altersstufen;
(c) P-Spline-Regression — Radiale Basisfunktionen mit festen Knoten bei Altersstufe 30, 50, ...,110;
(d) P-Spline-Regression — B-Spline Basis mit festen Knoten bei Altersstufe 30, 50, ...,110.

Penalised Spline Regression for Age-Height-Trend.
(a) Smoothing-Spline with radial basis functions; (b) P-Spline regression — radial basis functions
with knots as 5% percemtiles of the observed age classes;
(c) P-Spline regression — radial basis functions with fixed knots at age classes 30, 50, ...,110;
(d) P-Spline regression — B-Spline basis with fixed knots at age classes 30, 50, ...,110.

der Hohenmessungen aus unterschiedlichen Fldchen mit unter-
schiedlicher Wuchsleistung und aus verschiedenen Beobachtungs-
zeitrdumen mit unterschiedlichen klimatischen Wuchsbedingungen
lassen hingegen Abhidngigkeiten zwischen den Residuen innerhalb
einer Versuchsfldche, einer bestimmten Wuchsregion oder Zeit-
spanne vermuten. Ein Blick auf die Abbildung 4, in der die Mess-
hohen der Versuchsfliache JLa 15 als ausgefiillte Kreise dargestellt
sind, zeigt, dass das Hohenwachstum dieser Fldche, bis auf wenige
Messwerte im jungen Alter, deutlich iiber der Trendkurve der
Gesamtpopulation liegt, d.h. die Residuen dieser Flache sind posi-
tiv korreliert. Die beobachtete Abhédngigkeitsstruktur sollte daher
in den Modellbildungsprozess einbezogen werden. Dies kann zum
einen durch ein modifiziertes Fehlermodell geschehen oder aber
durch eine Erweiterung des Mittelwertmodells, bei der der globale
Trend fiir das Hohenwachstum in der Gesamtpopulation durch
flichenspezifische Wachstumsverldufe ergénzt wird. Neben diesen
methodischen Aspekten spiclen flachenspezifische Hohenkurven in
der praktischen Anwendung, z.B. bei der Bewertung der Wuchs-
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leistung einzelner Bestdnde anhand der Hohenbonitit, eine wich-
tige Rolle. Bei Wiederholungsmessungen an einzelnen Probebéu-
men ist auch auf Baumebene mit Abhéngigkeiten bei den Residuen
zu rechnen, sodass auch der Wachstumsgang des Einzelbaums in
das Erwartungswertmodell oder in die Korrelationsstruktur fiir
den Restfehler Eingang finden sollte. Wir beschridnken uns hier
der Ubersichtlichkeit halber zunichst auf die Beriicksichtigung
flachenspezifischer Wachstumsverldufe.

Das um eine flichenspezifische Trendkomponente erweiterte
Hohenwachstumsmodell fiir die j-te Hohenmessung auf der i-ten
Fliche hat die Form

Vii = f(XU) + gi(xij) + Eij,j=1,....,1’1i, i=1,..n (14)
mit glatten Trendfunktionen f(x) fiir die Hohendynamik in der
Gesamtpopulation und g;(x) zur Beschreibung der Abweichung des
Hoéhenwachstums auf der Fliche i vom globalen Trend. Die
flachenspezifischen Abweichungen g;(x) werden als Zufallsfunk-
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Abb. 4

Altershohenkurve fiir Fliche JLd 15 —
Variabilitit zwischen den Versuchflachen.

Age-Height-Trend in Field JL& 15 —
variability between sample plots.

tionen mit Mittelwert 0 aufgefasst. Die Restfehler €; werden als
unabhingige und identisch N(0, 02) verteilte Zufallsgrofen model-
liert. Die Mittelwertfunktion f(x) fiir den globalen Trend und die
zufilligen Trendabweichungen der einzelnen Flachen werden durch
Thin-Plate-Splines mit radialen Basisfunktionen zu den Knoten
Ky, ..., Kg beschrieben, d.h.

K 3
f(.’lfw‘) = [7)0 —+ ,Blilfij + Zk:l bk |1L‘,jj — I‘Ek‘ und
P
gi(.'l.fij) = Uin + Uit Ly; + Zk:l bir. "IJU — I€k|3.

Die Parameter u,, u;, der flichenspezifischen zufilligen
Schwankungen im linearen Trend und die Koeffizienten b, und b,
der Radialen Basisfunktionen |x; — K,|* werden zur Kontrolle der
Straffheit der Mittelwertfunktionen penalisiert, vgl. (11)—(13). Auf
die mathematischen Details des statistischen Modells wird an die-
ser Stelle verzichtet und auf die Monografie von RUPPERT et al.
(2003) verwiesen. Die Regressionsparameter (EBLUPs) konnen
mit dem R-Skript in Anhang 2 zusammen mit den Varianzkompo-
nenten geschitzt werden. Mit den EBLUPs fiir die Regressionspa-
rameter konnen der Wachstumstrend in der Gesamtpopulation und
die Alters-Hohen-Entwicklung auf der Flache i durch

Epalylz] = flx) baw. Bes, [yla] = [(x) + §:(2)

geschitzt werden. Die Schitzung fiir die mittlere Hohenentwick-
lung in der Gesamtpopulation £(x) ist in der Abbildung 4 als durch-
gezogene dicke Linie dargestellt. Die geschitzten Hohenprofile
Fo)+ &,(x) fur jede der insgesamt 47 Flachen sind als diinne unter-
brochene Linie gezeichnet. Die Hohenprofile liegen systematisch
iiber bzw. unterhalb der Mittellinie. Die Verlaufskurven fiir die Ein-
zelflachen sind gut an die Einzelbeobachtungen angepasst, wie dies
beispielhaft anhand der Flache JL& 15, (der geschitzte Hohenver-
lauf als dicke, unterbrochene Linie, die Einzelbeobachtungen als
gefiillte Kreise dargestellt) zu erkennen ist. Im Mittel sind auf der
Fliche keine systematischen Abweichungen von der Regressions-
kurve festzustellen. Der 95% Vertrauensbereich fiir die mittlere
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Hohen in einem bestimmten Alter auf der Fliche JLa 15 (innerer
Bereich) ist zusammen mit dem 95% Vorhersagebereich fiir die
prognostizierte Einzelbaumhdhe in Abbildung 5 aufgetragen. Der
Prognosebereich fiir die Baumhohen bildet die beobachtete Varia-
bilitdt in der Flache gut ab. Die Hohenbonitdt (HA100) fiir die
Flache JL4 15 (1=15)

Esss [y]100] = [(100) + §5(100),

lasst sich anhand der Markierung ablesen. Fiir diese Fliche ergibt
sich eine Hohenbonitdt von 40.8 m mit einem 95% Vertrauensbe-
reich von 40.8 + 32 cm. Fiir einzelne Baume auf dieser Fliache wer-
den fiir das Alter 100 Hoéhen im Bereich von 40.8 £+ 3 m prognosti-
ziert, vgl. Abbildung 5.

3.4 Residuale Varianzanalysen — Jahreseffekte

Eine baumweise Analyse der Abweichungen zwischen den
gemessenen Baumhohen und der mit Hilfe des Modells (14) fiir die
Flache JLA 15 kalibrierten Hohenkurve zeigt dieselben Muster, die
bereits beim Vergleich zwischen den flachenspezifischen Alters-
hohenkurven und der globalen Altershéhenentwicklung in der
Gesamtpopulation beobachtet wurden. Die Hohen einzelner Probe-
baume liegen teilweise systematisch tiber oder unter dem Flachen-
mittelwert andere wiederum kreuzen den Flachentrend nach einer
bestimmten Zeit und verlaufen dann kontinuierlich unterhalb oder
oberhalb der Mittelwertkurve (vgl. Abbildung 6a). Diese Hohenab-
weichungen sind nicht weiter verwunderlich, da sich darin geneti-
sche oder standraumbedingte Unterschiede eines bestimmten Bau-
mes gegeniiber seinen Nachbarn auf der Flidche ausdriicken. Aus
statistischer Sicht ist die Annahme unabhédngiger Restfehler in
Modell (14) daher kritisch zu hinterfragen. Das Problem von Wie-
derholungsmessungen und der daraus resultierende Abhéngigkeiten
in den Residuen kann durch die Beriicksichtigung einer zusitzli-
chen Korrelationsstruktur fiir die Restfehler g; im Modell (14)
geldst werden. Die Statistikpakete SAS® und R bieten standard-
miBig Optionen filir die Modellierung der Korrelationsstruktur der
Restfehler an. Alternativ oder auch ergénzend dazu kann in das
obige Regressionsmodell eine weitere Hierarchieebene aufgenom-

@ - Flache H100 StDev StErr
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<
E 8
Q
=
el
£
o _
o
o |
o * * * g g
T T T T T T

0 20 40 60 80 100 120
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Abb. 5

Hohenbonitét (Alter = 100) — Vertrauens- und Vorhersageintervall
fiir die Alters-Hohen-Entwicklung auf der Flache (JL& 15).

Site index (age = 100) — confidence and prediction intervals
for the age-height-trend in field JL& 15.
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Abb. 6

Analyse der Residualvarianz im Hohenmodell (14).
(a) Baumeftekt (links): Residuale Hohenabweichung von Baumen der Flache JLa 15;
(b) Jahreseffekt (rechts): Hohenabweichungen tiber dem Aufnahmedatum.

Ananalysis of the residual variance in model (14).
(a) tree effect (left): residual tree height deviation within field JLa 15;
(b) year effect (right): height deviation in dependence of recording date.

men werden, mit der das Wachstum des Einzelbaums auf der
Fldche modelliert wird.

Die Residualanalyse verdeutlicht einen weiteren Effekt: Bei
bestimmten Altersstufen sind fiir alle Messbdume gleichzeitig
iiberdurchschnittlich hohe Abweichungen nach unten oder nach
oben zu festzustellen. So ist beispielsweise in den Altersstufen 57,
98 und 110 kollektiv ein tiberdurchschnittliches Héhenwachstum
auf der Fliache JLA 15 zu beobachten. Wachstumsdepressionen tre-
ten bei dieser Fldche im Bestandesalter von 63, 65 und 105 Jahren
auf. Bei gleichaltrigen Bestinden ist das Alter mit dem Aufnahme-
datum verkniipft. Als Ursache fiir die simultanen Abweichungen
vom mittleren Hohenwachstum kommen daher klimatische Ver-
hiltnisse, Kalamitdten und Behandlungseingriffe, die das Wachs-
tumsregime im ganzen Bestand oder einer ganzen Region beein-
flussen, in Frage. Eine erweiterte Residualanalyse unter
Einbeziehung aller Probeflichen aus dem gesamten Untersu-
chungsgebiet zeigt, dass Jahreseffekte bestandesiibergreifend zu
beobachten sind, was aus der Abbildung 6b, in der die Hohenresi-
duen aus dem Modell (14) iiber das Gesamtkollektiv als Boxplots
iber dem Aufnahmedatum aufgetragen sind, deutlich hervorgeht.
Dieses Resultat bedeutet: In den Modellresiduen verbergen sich
sowohl baumindividuelle Wachstumskomponenten als auch peri-
odische Effekte, die sich an den Bestandesverhiltnissen oder an
liberregionalen Ereignissen iiber das Aufnahmedatum festmachen
lassen. Die klimatischen Verhiltnisse in der Vegetationsperiode
gehoren sicher zu den {ibergreifenden Faktoren, die im
Hoéhenwachstum aller Bdume einer Region und dariiber hinaus
Spuren hinterlassen.

Fir eine iber den Alterstrend hinausgehende Analyse des
Hoéhenwachstums ist es wichtig, verursachende Faktoren iiber die
Reststreuung zu identifizieren und deren Effekte im statistischen
Modell quantitativ abzuschitzen. Interessantere Aspekte filir weiter-
gehende kausale Untersuchungen ergeben sich aus der Ver-
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kniipfung der Jahreseffekte mit zeitlich korrespondierenden Infor-
mationen zu waldbaulichen Behandlungen, Kalamititen und klima-
tischen Rahmenbedingungen etc. Die Verringerung der Restvarianz
durch die Einbeziehung identifizierter Effekte in das Modell ist
nicht nur fiir Kausalanalysen wichtig sondern auch fiir den modell-
haften Vergleich der Wuchsleistung/Bonitét von Standorten. Mit
Hohenbonitdten, die um die Jahreseffekte bereinigt sind, lassen sich
faire* Vergleiche zwischen Standorten mit Messdaten aus unter-
schiedlichen Beobachtungsperioden vornehmen. Ein unbereinigter
Bonitdtsvergleich kann zu Fehlschliissen aufgrund von giinstigen
oder ungiinstigen klimatischen Wuchsbedingungen und anderen
periodischen Einfliissen in den Vergleichfldchen fithren.

Ein Modell fiir das Hohenwachstum, das sowohl Wiederholungs-
messungen an den Probebdumen als auch flicheniibergreifende
Jahreseffekte beriicksichtigt, ergibt sich aus (14) mit der erweiter-
ten Beobachtungsgleichung

Yijk = f(l‘qzjk,) + gi(xijk,) + gi; (xijk) +

T — P L.
aijkA + €ijw, k=1,...15, j=1,....n;, i=1,....0.

fir die k-te Messhohe (y;;) am j-ten Probebaum auf der i-ten
Fléche im Alter x;;. Mit f(x) wird die Altershdhenentwicklung in
der Population und mit g,(x) die zufillige Abweichung der Ver-
suchsfldche vom globalen Trend beschrieben. Gegeniiber dem vor-
hergehenden Modell neu hinzugekommen ist die baumspezifische
Abweichung g;(x) von Flichenmittelwert, die als zufdllig mit Mit-
telwert 0 angesehen wird. 4=(4,,..., 4 q)T ist der Vektor mit sdmt-
lichen Aufnahmezeitpunkten als zuféllige Effekte. Der Vektor
hat an (g-1) Stellen Eintrdge mit Nullen und lediglich an einer Stel-
le, die das Aufnahmedatum zur Hohenmessung y;, reprdsentiert
eine 1. Damit wird formal aus dem Vektor A der zum Aufnahme-
datum passende Jahreseffekt Aé/kZag./T.kA extrahiert. Es wird ange-

nommen, dass die periodischen Schwankungen zufillig und nor-
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Periodische Variabilitit der Altershohenkurve — Vertrauensbereiche
+0, (68%) und = 02, (95%) fiir die zufilligen Jahreseffekte.
Periodical variability of age-height-trend — confidence intervals
+0, (68%) und + 02, (95%) for to the yearly random effects.

malverteilt mit Mittelwert 0 und Varianz 02 und unabhingig von
den fléchen- und baumspezifischen Trendabweichungen g; bzw. g;
sind. Bei der Interpretation der Jahreseffekte, die als Faktor-Varia-
blen (fiir jedes Authahmedatum ein separater Effekt) in das Regres-
sionsmodell eingehen, spielt die Verteilung der Beobachtungen

eine wichtige Rolle (4bb. 7). Die Schitzung der auffilligen Jahres-
effekte 1928 und 1930 beruht auf den Aufnahmen von zwei Fliche
(J1a 6 bzw. J1a 16), die sich aulerdem zu dieser Zeit noch in der
Jugendphase befanden, d.h. diese Effekte konnen nur als Wechsel-
wirkungen im Kontext mit den jeweiligen Bedingungen auf den
beiden Flichen diskutiert werden. Eine andere Situation findet man
bei den Aufnahmezeitpunkten 1951 und 1982. Fiir diese Aufnah-
mejahre standen Hohenmessungen von mehreren Flichen aus
unterschiedlichen Wuchsregionen zur Verfiigung, d.h. es handelt
sich um einen eher iiberregionalen Effekt bei dem standortliche
Einfliisse herausgemittelt sind. Zu diesen iiberregionalen Effekten
sind insbesondere die klimatischen Verhéltnisse in den Aufnahme-
jahren zu rechnen. Fiir die Herausfilterung der grof3flichig wirken-
den periodischen Faktoren ist bei unbalancierten Messdaten die
Verwendung einer glatten Trendfunktion h(J) in Abhédngigkeit vom
Aufnahmejahr (J) anstelle der Faktor-Variablen fiir den Jahrseffekt
(A) giinstiger. Die entsprechenden Modellmodifikationen fiigen
sich nahtlos in den bereits diskutierten methodischen Rahmen ein
und sind durch entsprechende Abédnderungen und Ergénzungen in
den im Anhang I und 3 angegebenen Skripten programmtechnisch
umzusetzen. Auf die Einbeziehung einer glatten Trendfunktion, die
Aufnahme von periodischen Effekten auf den Flichen und die
Beriicksichtung von Wechselwirkung zwischen Jahreseffekten und
dem Baumalter wird an dieser Stelle der Ubersichtlichkeit halber
verzichtet.

Das R-Skript zur Implementierung und Kalibrierung des assozi-
ierten linearen gemischten Modells (15) ist im Anhang 3 angege-
ben. Mit den damit berechneten EBLUPs fiir die Regressionspara-
meter erhdlt man Schitzungen fiir die globalen und die
flachenspezifische Altershohenentwicklung gemaf

Ep[yla] = F) + Gil),

d.h. die zufilligen Trendabweichungen der Einzelbdume g;(x) und
die Jahreseffekte A werden auf den jeweiligen Erwartungswert O

J () bzw. Egs,i [yla] =

14
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Analyse der Residualvarianz im Hohenmodell (15).
(a) Baumeffekt (links): Residuale Hohenabweichung von Baumen der Flache JL4 15;
(b) Jahreseffekt (rechts): Hohenabweichungen tiber dem Aufnahmedatum.
Ananalysis of the residual variance in model (15).
(a) tree effect (left): residual tree height deviation within field JLa 15;
(b) year effect (right): height deviation in dependence of recording date.
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gesetzt. Die Vertrauensbereiche fiir die Hohenkurven kénnen mit
den entsprechenden Designmatrizen wieder aus (9)—(10) berechnet
werden. Die resultierenden Altershéhenkurven sind im Wesent-
lichen identisch mit denen aus Abbildung 4/5. Das ist nicht weiter
verwunderlich, da die neuen Modellkomponenten hauptsidchlich
zur Beschreibung der Hohenvariabilitdt innerhalb des Bestandes
eingefiihrt wurden. Das um die periodischen Effekte bereinigte
Hohenwachstum des j-ten Probebaums auf der Fliache i wird mit
Hilfe der EBLUP

Ess.; [ylo] = f(#) + §i(x) + fis(x)

prognostiziert. Die mit dem Modell extrahierten Jahreseffekte sind
in der Abbildung 7 als Abweichungen vom Erwartungswert 0 {iber
dem Aufnahmedatum zusammengestellt. Zufillige Effekte, die
iiber den zweifachen Standardfehler +20, hinausgehen und damit
unter den statistischen Annahmen des Fehlermodells mit einer
Wahrscheinlichkeit von weniger als 5% erwartet werden, sind
zusammen mit Effekten, die an die +20, Grenze herankommen, in
der Grafik mit dem Aufnahmedatum versehen. Diese Zeitpunkte
sind im Hinblick auf eine erste Kausalanalyse und fiir die Gegenii-
berstellung mit klimatischen Daten und anderen Bestandesinforma-
tionen von besonderem Interesse. Ergdnzend dazu wurden die
zufilligen Abweichungen der Jahreseffekte vom Mittelwert 0 durch
eine Splinefunktion geglittete um periodische Trends visuell zu
verdeutlichen. Es wird deutlich, dass giinstige Rahmenbedingun-
gen fiir das Hohenwachstum in den 20er und 30er Jahren des vori-
gen Jahrhunderts abwechseln mit weniger giinstigen in der Zeit
zwischen 1945 und 1965. Die Jahre um 1980 bis 2000 sind gepragt
durch iiberwiegend giinstige Bedingungen fiir das Hohenwachs-
tum. In der Folgezeit ist dann wieder eine Trendumkehr zu beob-
achten. Fiir eine statistische Untermauerung der hier nur qualitativ
formulierten Trendaussagen werden Vertrauensbereiche fiir die
Trendfunktion bendtigt. Diese Modelle ergeben sich aus (15) mit
den bereits oben erwdhnten Modifikationen.

In der Abbildung 8§ sind die Hohenabweichungen im erweiterten
Modell (15) dargestellt. Aus dem Vergleich mit Abbildung 6 wird
deutlich, dass die Reststreuung durch die Aufnahme einer baum-
spezifischen Trendkomponente und die Beriicksichtigung von
flicheniibergreifenden Jahreseffekten eine betrichtliche Reduktion
der Restvarianz zur Folge hat. Der optische Eindruck lésst sich sta-
tistisch mit einem hochsignifikanten p-Wert (<0.001) fiir den Like-
lihood-Quotienten-Test untermauern, vgl. FAHRMEIR et al. (2007).
Die an das Aufnahmedatum gekoppelten iiberregionalen Effekte
werden offensichtlich gut durch das Regressionsmodell abgedeckt.
Die mittleren Residuen sind im Vergleich zur Abbildung 6b sehr
eng um den Mittelwert 0 gruppiert. Demgegeniiber sind auf der
Flachenebene, wenngleich in reduzierter Form, noch Jahreseffekte
in den Residuen zu beobachten, vgl. 4bbildung S8a. Die Ursache
dafiir konnen Wechselwirkungen zwischen Standort und Klima
oder in der Bestandesbehandlung begriindet sein. Diesen Fragen
soll in ergéinzenden Untersuchungen nachgegangen werden.

4. FAZIT

Mit den nichtparametrischen Regressionsverfahren steht ein aus-
gereiftes Methodenspektrum fiir die statistische Analyse von Ver-
laufskurven bereit. Mit ihrer Flexibilitit ermdglichen nichtpara-
metrische Verfahren und insbesondere die hier vorgestellten
Glittungsverfahren mit Splinefunktionen die Modellierung von
Trendkurven, deren Verlauf mit den klassischen nichtlinearen
Wachstumsmodellen nicht addquat zu beschreiben ist. Neben der
Modellierung von Alters-Hohen-Trends, der Beschreibung von
Durchmesser- und Hohenzuwachsverldufen bieten diese Verfahren
vielfdltige Moglichkeiten zur Analyse der residualen Varianz. Mit
ihnen ist eine statistisch begriindete Aufschliisselung und Quantifi-
zierung der Restvarianz moglich, die fiir die Berechnung von Ver-

Allg. Forst- u. J.-Ztg., 181. Jg., 7/8

trauensbereichen fiir den mittleren Trend oder Vorhersageintervalle
fir die Einzelbeobachtungen notwendig ist. Eine Durchleuchtung
der Restvarianz hilft bei der Identifizierung von Effekten, die den
Trend beeinflussen. Die Aufnahme von signifikant wirksamen Ein-
fliissen in das Regressionsmodell reduziert die Reststreuung und
erhoht damit die Sicherheit der aus dem Modell abgeleiteten
Schlussfolgerungen. Korrigierte Hohenbonititen erlauben bei-
spielsweise einen fairen Leistungsvergleich zwischen Standorten,
die unter stark abweichenden Wachstumsbedingungen beobachtet
wurden. Adjustierte Mittelwertvergleiche durch die Verkniipfung
von Varianzanalyse- und Regressionsverfahren sind seit langem aus
dem Bereich der klassischen Kovarianzanalyse bekannt. In diesem
Sinne kann der Vergleich von adjustierten Trendkurven als funktio-
nale Kovarianzanalyse verstanden werden.

Bei der Analyse von Verlaufskurven erweist sich die Flexibilitit
der nichtparametrischen im Vergleich zu den nichtlinearen parame-
trischen Modellen vor allem im Vorfeld der Datensichtung und
Modellbildung als besonders vorteilhaft. Die Flexibilitdat verhin-
dert, dass Vergleichsergebnisse und Trends durch ein zu rigides
Modell verfilscht werden. Die Flexibilitdt hat auf der anderen Seite
aber auch einen Preis. Wihrend Trendvergleiche mit den nichtpara-
metrischen Modellen in Bereichen mit guter Datenabdeckung
unproblematisch sind, ist eine Prognose der Verlaufskurven iiber
den beobachteten Datenbereich hinaus nur mit Einschriankungen
moglich, weil ein stlitzender Rahmen, mit dem das analytische Ver-
halten der Trendkurve auch im Extrapolationsbereich weitgehend
vorbestimmt ist, fehlt. Als Folge hiervon kann es zu unplausiblen
Verldufen, etwa zu abnehmenden Hohenprognosen in hohen Baum-
altersstufen kommen, die bei der Modellkalibrierung nicht in den
Messdaten vertreten waren. Bei klassischen Wachstumsmodellen
mit wenigen Parametern besteht diese Gefahr nicht, da die Mono-
tonie und andere analytische Eigenschaften bereits durch den
Typ der gewidhlten Regressionsfunktion erzwungen werden. Die
Nachteile, die mit dem Einsatz von klassischen nichtlinearen
Wachstumsmodellen verbunden sind, wurden bereits diskutiert.
Wiinschenswert wiren Verfahren, die die Vorziige der nichtparame-
trischen und der parametrischen Regressionsmethoden verbinden.
Vereinzelt sind Modellansétze, die in diese Richtung gehen, in der
statistischen Fachliteratur zu finden (KE und WANG, 2004). Erste
Programmpakete mit Implementierung dieser Verfahren gibt es
ebenfalls. Es geht nun darum, das neue Instrumentarium zu priifen
und zukiinftig bei forstwissenschaftlichen Fragestellungen gewinn-
bringend einzusetzen.

5. ZUSAMMENFASSUNG

Nichtparametrische Modelle werden aufgrund ihrer Flexibilitit
eingesetzt, wenn parametrische Regressionen keine befriedigende
Anpassung an die beobachteten Daten liefern. Mit der Flexibilitit
dieser Modelle lassen sich Daten in der Regel gut fitten und
Abhéngigkeitsstrukturen aufdecken, die im parametrischen Ansatz
verborgen bleiben. Die Splinegléttung ist ein nichtparametrisches
Regressionsverfahren, das seit geraumer Zeit bekannt ist und
wegen der numerischen und statistischen Eigenschaften der ange-
passten Regressionsfunktion gerne im Rahmen von explorativen
Datenanalysen im Vorfeld der Modellbildung eingesetzt wird.

Im methodischen Teil dieses Beitrags werden die statistischen
Grundlagen der Splineglédttung kurz skizziert. Bei der Splineglat-
tung wird die Regressionsfunktion additiv aus einfachen Funktio-
nen unterschiedlichen Typs, den Basisfunktionen, mit analytisch
und numerisch giinstigen Eigenschaften zusammengesetzt (Glei-
chung (3), Abbildung 1). Die Anzahl der dabei verwendeten Basis-
funktionen bestimmt die Flexibilitdit der Regressionsfunktion
(Abbildung 3). Bei zu starker Flexibilitit besteht die Gefahr einer
Uberglittung. Bei einer zu geringen Anzahl von Basisfunktionen
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ergeben sich zu glatte Regressionskurven mit der Gefahr einer
systematischen Fehlschdtzung der untersuchten Abhéngigkeits-
strukturen. Mit der Penalisierten Splineregression wird ein Mittel-
weg angestrebt. Fiir die Regression wird eine hinreichende Anzahl
von Basisfunktionen verwendet und eine zu hohe Flexibilitdt durch
die Einfithrung eines Strafterms beim Kleinsten Quadrate Kriteri-
um fiir die Schitzung der Modellparameter verhindert (Gleichung
11). Der Typ der Basisfunktionen spielt fiir die Giite der Anpassung
keine Rolle (Abbildung 3), ist aber fiir die Interpretation geschétz-
ten Regressionsparameter von Bedeutung. Mit der Einbettung der
Splinegléttung in den methodischen Rahmen der linearen gemisch-
ten Modelle (Gleichung (13)), steht ein gut fundiertes und breit
gefdchertes Methodenspektrum sowie eine Vielzahl analytischer
Verfahren zur Schitzung des gléttenden Splines zur Verfiigung. Fiir
die Modellkalibrierung kann die Standardsoftware fiir lineare
gemischte Modelle von R und SAS® eingesetzt werden. Mit ein-
fachen Erweiterungen lassen sich auch raumlich und zeitlich korre-
lierte Messdaten mit dem vorgestellten Regressionsmodellen unter-
suchen.

Die im methodischen Teil besprochenen Verfahren werden im
zweiten Teil des Beitrags zur Analyse von Hohenwuchsreihen von
Japanldrchen (Larix kaempferi) von Versuchsflichen eingesetzt.
Die 47 Versuchsflichen, die in diese Studie einbezogen werden,
sind weitrdumig iiber ganz Baden-Wiirttemberg verteilt (4bbildung
1). Insgesamt umfasst das Datenmaterial 12822 Hohenmessungen
von 5404 Probebdumen mit einem breit geficherten Alters-Hohen
Spektrum (Zabelle 1). Aus diesen Daten wird in einem ersten
Schritt der Alters-Hohentrend fiir die Gesamtpopulation mit einem
glittenden Spline herausgefiltert. Die Abweichung in den einzel-
nen Flachen vom Trend der Gesamtpopulation wird durch zufallige
Splinefunktionen mit Mittelwert null modelliert. Damit kénnen fiir
jede Probefliche lokal angepasste Alters-Hohen Kurven und
Hohenbonititen berechnet werden (Abbildung 4). Zur Beurteilung
der statistischen Genauigkeit werden mit den angepassten Regres-
sionsmodellen Vertrauensintervalle fiir die Trendschitzung und
Vorhersagefehler fiir die Hohenbonitit abgeleitet (4bbildung 5).
Die Uberpriifung der Modellanpassung zeigt, dass neben einer
Flachengruppierung zeitliche korrelierte Modellresiduen in den
Hoéhenprofilen einzelner Probebdume zu beobachten sind. Die
Residuenanalyse entdeckt auch Effekte, die zeitlich synchron und
grofirdumig tber alle Flichen hinweg wirken (4bbildung 6), was
eine Modellverfeinerung notwendig macht. Mit einer Zufallskom-
ponente, die die Wiederholungsmessungen am Probebaum beriick-
sichtigt sowie der Einbeziehung eines zufdlligen Effekts fiir jahr-
lichen Schwankungen im Hohenwachstum, lassen sich Weiserjahre
fiir das Hohenwachstum identifizieren und das Problem autokorre-
lierter Modellresiduen reduzieren (Abbildung 7 und 8). Das derart
modifizierte Modell ist ein guter Ausgangspunkt fiir statistische
Untersuchungen zum Einfluss der Bestandesbehandlungen auf das
Hoéhenwachstum und anderer Zusammenhédnge. Fiir die praktische
Umsetzung der vorgestellten Methoden werden im Anhang Bei-
spiel-Skripte zur Implementierungen der statistischen Modellkali-
brierung mit der Statistik Software R angegeben.

6. Summary

Title of the paper: Nonparametric analysis of height growth of
Japanese Larch with smoothing and penalized splines — A method-
ological approach.

Parametric regression models assume that the form of the regres-
sion function is known except for a small number of parameters. A
serious drawback of these models is that they are sometimes too
restrictive to provide good fit to the data with possibly misleading
conclusions from regression analysis. One way of overcoming this
problem is the replacement of the parametric model by a more flex-
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ible nonparametric regression model. Nonparametric regression
models generally provide a good fit to the data and can reveal
structures which might remain undiscovered by a simple parametric
regression model.

The basic statistical principles of spline smoothing are briefly
outlined in the methodological part of this contribution. Spline
smoothing is a nonparametric method which now is known for
quite some time. It is widely used for explorative data analysis
because of its good numerical and statistical properties. In spline
smoothing the regression function is a sum of elementary func-
tions, the so called basis functions, which have good analytical and
numerical properties (Equation 3, Figure 1). The number of basis
functions determines the flexibility of the regression function (Fig-
ure 3). Too much flexibility will generally result in an overfitting of
the trend curve. A too small number of basis functions will result in
too smooth mean curves with possibly biased estimates of the true
regression function. Penalized smoothing splines overcome bias
problems by using a fair number of basis functions and introducing
a roughness penalty in the least squares fit of the model parameters
(Equation 11). While the number of basis functions is crucial for
the model fit the type of the chosen bases is less important. The
type of the base functions is only important for the statistical infer-
ence and interpretation of the fitting results. There is a close con-
nection between spline smoothing and linear mixed-effects models
(Equation 13). This results in several benefits. Spline smoothing is
part of an approved and fast developing theory. Fitting and infer-
ence can be performed within the frameworks of maximum likeli-
hood and best prediction. Established mixed model software is
available in standard software package R and SAS® which can be
used to implement model calibration, statistical tests and predic-
tions. Correlations in the sample data caused by spatial clustering
and/or repeated measurements may be incorporated in the data
analysis via simple model extensions.

In the second part of the paper spline smoothing is used to ana-
lyze age height curves of Japanese larches (Larix kaempferi). The
data are coming from field measurements on sample plots of the
Forest Research Institute Baden-Wiirttemberg. The data base
includes 47 sample plots that are mainly located in the middle and
the south eastern part of Baden-Wiirttemberg (Figure 2). The data
base consists of 5404 sample trees with 12822 height measure-
ments (for a statistical summary of the age and height distribution
see Tuble 1).

In a first step a population average for the height trend was
extracted from the data. The local deviation from this trend on the
sample plots was modelled through random functions having zero
mean. The calibrated growth model was then used to calculate plot
specific age height curves and site indexes (Figure 4). In addition,
confidence intervals for the local age height trend and prediction
errors for site indexes were derived from mixed model theory (Fig-
ure 5). Model validations based on visual inspections of the residu-
als revealed serial correlations within repeated observation of a tree
as well as spatial clustering within sample plots. Moreover, the
residual analysis detected growth effects occurring synchronically
over time in all sample plots (Figure 6). This fact called for further
model refinement to remove the observed remedies. We used ran-
dom effects to acknowledge correlations caused by repeated mea-
surements and introduced yearly random variables to model growth
effects attributable to climatic variations, management and other
treatment effects. With these model adjustments we were able to
detect important years for height growth. Moreover, the unex-
plained variance was reduced considerably (Figure 7 and §). The
adjusted model is a good starting point for supplementary inferen-
tial research on treatment effects and other influential factors for
growth. In the appendix we present some R-scripts which could be
used to implement the statistical methods introduced in the paper.
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b o

# Daten fiir die Glittung der Altershéhenkurve :

# Design Matrix fir lineare Trendfunktion erstellen :
X <- cbind(one, x) ;

# Transformation der Radialen Basisfunktionen Z = B{) 2

svd.Omega <- svd(abs (outer(x.knt,x.knt,"-"))"3)

#aHHHEEHEEHEHEEHEHEEHEHEHEHEHEHEEREREHE S S HHEHRHR R R R
Anhang 1: Lineares Gemischtes Modell - Altershéhenkurve
#H#a R R R S R R R R R

x <- Alter; y <- Hoéhe; one <- rep(l,length(x)); x.knt <- ¢(30,50,70,90,110)

vgl (13)

matrix.sqrt.Omega <- t(svd.Omega$v%+*% (t(svd.Omega$u)*sqrt(svd.Omegasd)))
2 <- t(solve(matrix.sqrt.Omega,t (abs (outer(x,x.knt,"-")"3))))
# Assoziiertes Lineares gemischtes Modell(13)anpassen :..

fit.lme <- lme(y ~ X-1, random = list(one= pdIdent(~Z-1))

Anhang

#E#HH S G R R R R R R R
2: Flachenspezifische Altershéhenkurven

#
$HEHHEHEHEHEHEEEEEEHEHEHEHEEEEREEHEHEEHE R R

fit.lme <- 1lme{y ~ X-1,
random = list(
one = pdIdent(~2-1},
FlachenID = pdBlocked(list(pdDiag(~X-1), pdIdent(~Z-1))))))

fit.lme <- 1lme{y ~ X-1,

random = list(
one = pdBlocked(list (pdIdent(~2-1),
FlachenID = pdBlocked(list(pdDiag (~X-1),
BaumID = pdBlocked(list (pdDiag (~X-1),

#d GRS R R R R R R R R R R
# Anhang 3: Baumspezifische Altershéhenkurven
HEEEHER R R HHEEHEHEEREEEEHRERRHR R R R R R

pdIdent (~JahrID-1)}),
pdIdent(~2-1))),
pdIdent(~2-1)))))
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